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Darstellung der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung mit Hülfe 


einer Determinante. 


Das Problem, die Bewegung eines Systems materiel- | wegung eines einzelnen frei beweglichen Punctes in Be- 
ler Puncte zu ermitteln, mögen dieselben nun frei beweg- | zug aufein, selber in vorgeschriebener Bewegung begrif- 
lich sein, oder mag ihre Beweglichkeit gegebenen Be- | fenes, Axensystem ermittelt werden soll; 
schränkungen unterliegen, lässt sich bekanntlich: immer, und endlich in $5. auch dann, wenn es sich nicht, 
falls nur die einwirkenden Kräfte ein Potential besitzen, | wie im vorhergehenden Fälle, um die relative Bewegung 
auf eine Aufgabe der Variationsrechnung zurückführen. | eines einzelnen, frei beweglichen Punetes, sondern umi die 
Bedeuten nämlich o, 98 - - - de die independenten Va- | relative Bewegung eines Punetsystemes handelt, mag nun 
riablen, welche an Stelle der, im Allgemeinen durch ge- | die Beweglichkeit desselben‘frei, oder mag sie gegebenen 
gebene Bedingungen mit einander verbundenen, rechtwink- | Beschränkungen unterworfen sein. 
ligen Coordinaten des Punetsystemes eingeführt ‚sind ; so Als Fundament meiner Untersuchung dient das Zu 
ist das ‘mechanische Problem gelöst, so bald man diese q; | $ 4. mitgetheilte,, durch de Vorlesungen von: Richelot 
als Funetionen der Zeit £ der Art bestimmt hat, dass das mir bekannt gewordene, Theorem I, ѕо wie das allgemein 
Integral bekannte, in demselben A angegebene, Theorem II. 


Јер) а $ 1. 


ein Maximum oder Minimum wird. . Es bedeutet hier 7 
die halbe lebendige Kraft des Systems und E das Po- 
tential (*) der einwirkenden Kräfte. 

Ich werde nun im vorliegenden Aufsatze die partielle 


I Theorem. »Versteht man unter 43, 42, * dei 
»unbekannte Funetionen von ё, und unter L irgend vd. 


d 
schen gegebenen, aus t, aus den я, und den E zusam- 


. 3 
der Weise darstellen lassen: m © = — | 


‚ ete. 


Differential - Gleichung, auf deren Lösung die Ermitte- | »mengesetzten Ausdruck, so sind фе aus der Bedingung 
lung, der q: reeurrirt, vollständig aufstellen, und zwar 
а Ke für den Fall, dass die Beschränkungen, de- | (1.) д. Sru=0 
nen die Beweglichkeit des Punctsystemes unterworfen ist А ; А ; 
unabhängig von der Zeit sind; ’| »fliessenden Differentialgleichungen: 
11$ 3. Tür den Fall, dass die eben genannten Beschränk- o Ч, а. at __ д1, 
ungen gegebene Funetionen der Zeit sind; (2.) м - dt 09, 04, 
5 . N Së р Dä ; See А k б 
ferner in § 4. für den Fall, dass die relative Be »immer der Reduction auf die Hamilton-Jacobische Form 
4 Д › »fähig. < 
(*) Da das Wort „Potential“ nicht immer in ganz gleichem Sinne ge- бей ЖЕ 
braucht wird, so sei bemerkt, dass ich, wenn m die Masse eines »Setzt man nämlich: 
unctes (ж, у, 2) vorstellt; unter dem Potential der auf diesen 91. д1, í at, 
Punct einwirkenden Kraft, diejenige Function E" verstehe, vermit- (2a.) e dı+ > Ча. F rg үл үш 
telst deren sich die Differentialgleichungen des Punctes in folgen- да+ - 048 Fr dg. GC $. 


ES a= ‚und bezeichnet man mit 
е TR ы 16 


ЕР аы 


»H (t, qa, Je > : Jas ру, Pa» » =» + Pa) denjenigen Aus- 4 в а. at, ðL 

»druck, in Weiter Ma de glatt, ln darin | (7) 2 EN ur. › а ә, = Ae 
san Stelle der у, die, mit diesen durch die Relationen i 

òL ak, | ap Stelle der qa neue Variable einzuführen, nämlich die 

Variablen р», welche mit jenen durch die @ Relationen 


д0 — DH Dee Rau ee 
НЕ neuen Variablen р, einführt; ferner mit (8.) ЕН дф = р, 
i DH © ч АЧ З х... En 252 A | 
SS? DH A diesem Ausdruck M(t; 9:,... Pi.. ©)! zusammenhängen. Zu diesem Zweck leiten wir zunächst 
k k 4 aus dem gegebenen Ausdruck L einen andern ab, wel- 


»zugehörigen partiellen Differential - Coeffieienten : so 
»nehmen die Differential-Gleichungen (2.) durch Einführung 
»der р, an Stelle der 4, folgende Form ап: 


а _DH ар, 2 DH 


k=a 
3. ==, = a ‚ òL 
(8.) dt Dp, dt 14, Н == (иж) - 1. 
—— =1 S 


cher mit H bezeichnet werden mag, und folgende Form 
besitzen soll: è 


Denken wir uns nun in dicsem Ausdruck die darin 
enthaltenen Variablen qe, 9+ um beliebige kleine Incremen- 
te Aq, Ag’ vermehrt, und bezeichnen wir den daraus 
für H selber entstehenden Zuwachs mit AH, so ist: 


П. Theorem. »Die Integration der Gleichungen (3.) 
»lässt sich redueiren auf die vollständige Auflösung ei- 
»ner gewissen partiellen Differential-Gleichung. Bezeichnet 
»man mit ø eine unbekannte von €, 41, da». — de abhäu- 
»gende, Function, ferner mit 


д д д А 
»H (t, qis Ча» - - qas» = ar уз у, Joder kür- 


=u k=a 


gem at д1, òL 

УУНУ >; de ee 

E .. e, E Л, 
| 1 


k= 
AH= > 
Kt 


4. 1. 


»zer mit H denjenigen Ausdruck, in welchen sich das т 
»(3) enthaltene H=H (t, qi, +. Ра...) verwan- 
»delt, sobald man darin an Stelle der Argumente р;, ро»... 
»die Ableitungen Ag: А Fa e < др. substituirt; so ist 
»die in Rede stehende "partielle *Differential-Gleichung 
»Tolgende: e 


k=a 


(иб й 
ИН = Lo, 027 Era дда . л) a 
k=1 


Я д = it Be . 
(4) E 1.1 ае also mit Benutzung von (8.): 


»Gelingt es nämlich die vollständige Lösung ў dieser par- 

stillen Differential-Gleichung zu finden; und bezeichnet 

»man die, in derselben enthaltenen, willkührlichen Constan- 

»ten mit Ay, Ag, 7 Terner mit Ву, Bu... Ba 

ebenfalls willkührlich gewälte Constanten: so sind 

07. OP, u 

(5.) dA, =B; , д4 = р, 

»die vollständigen,'endlichen Integrale der Gleichungen (3)-* 
„Юа ferner $ nur die Variablen t, qay qas. +. g2 

enthält, so sind zugleich 


k=a 


y òL 

4H= > (a . 4р, — дуй? 4) 

k=1 \ 

Diese Formel macht AH abhängig von den 24; und 
den «Гре, giebt also den Zuwachs, welchen der Ausdruck 
H empfängt, der Art an, als wäre derselbe nicht aus den 
4: und dr sondern aus den gi und рь zusammengesetzt: 


Wir können demnach aus dieser Formel unmittelbar auf 
DH 


die Werthe derjenigen partiellen Ableitungen E Я Dr 
sehliessen, welehe dem Ausdruck H zukommen , sobald 
man denselben als Function der qs und р ansieht. Für 
die genannten Ableitungen ergeben sich nämlich sofort 
folgende Formeln: 
(9.) DE u ee ЭР. ы 
E д ee 

Vermittelst dieser Gleichungen (9) und der Gleichun- 
gen (8) verwandeln sich aber unsere Differential-Gleichun- 
gen (7) augenblicklich in: 


д 
(6.) ERT? 


»diejenigen endlichen Gleichungen, durch welche ga, 9-9 
»als Funstionen von & der Art bestimmt werden, wie es 
»die іп (1) gestellte Bedingung д. /Ldt==0 verlangt.« 


Das Theorem (II) zu beweisen, würde überflüssig 
sein. Degegen scheint es wohl erforderlich, die in Theo- 
rem (I) ihrem Resultat nach angegebene Transformation 
ausführlich darzustellen. 

< $ handelt sich darum in den aus (1) unmittelbar 
fliessenden Differential-Gleichungen (2): 


dq: DH dp: DH 


dë" Dn" dë Do, ` 4. е. d, 


= #18 = 


$5. 


Wenden wir uns zunächst zur Behandlung eines Punet- 
systemes, dessen Beweglichkeit durch gegebene, und zwar 
von der Zeit unabhängige, "Bedingungen beschränkt ist. 
Bezeichnet man die Anzahl der Puncte des Systemes mit 
п und die Anzahl der gegebenen Bedinguns - Gleichungen 
mit 3, so wird man die Зп Coordinaten sämmtlicher Punc- 
te des Systemes abhängig machen können von In—f=« 
independenten Variablen дұ, 9a, >- Da die gege- 
benen Bedingungen von der Zeit # "unabhängig sind, 
50: werden die Relationen, durch welche die Coordinaten 
жуу, z irgend eines Punetes m des Systemes mit den 
independenten Variablen zusammenhängen: 


х=9 (91, da, Ge) 
у = (91,48: 9) 


д ЧОРО”. CH 
ebenfalls frei von é sein, Demnach ergiebt sich für die 
halbe lebendige Kraft 7 des Systemes folgender Werth: 


(9а.) ‹ 


д % ҮТ ду дж 2.2 
Tre ода 
1 дует 0у ду \ 
Т= = КУ т. ‹ +: Ночи Lentz Ча) 
95 9; D 3 (1 2 
а’ а 2 
| (59 + 54.9: дда 


dd: 


wo 9: für steht, und die Summation ‚Süber alle Pune- 
te m (х,у, д) des Systemes.. auszudehnen ist. Diesen 
Ausdruek Гог Т verwandelt sich, wenn man ihn nach Po- 
tenzen und. Producten der 9+ ordnet in: 


k=a 1==4 
(10.) Т = E . > У; и. 4, 9, 
k—1 1 
wo 
d dx dr ду ду 02 д2 
(11.) Uki = т (бу; да: ` Age 04: ge дд: 


ist. Esistalso Т hinsichtlich der q'e ein homogenes Po- 
lynom 2-ten Grades. 

Das Potential E" der auf das Punetsystem einwirken- 
den Kräfte wird zunächst als eine Funetion gegeben sein, 
welche von den, rechtwinkligen Coordinaten x, y, z und 
möglicher Weise auch noch von der Zeit €. abhängt. Diese 
Funetion kann aber init Hülfe der Relationen (9а.) so- 
fort in einen, von den ge und é abhängenden Ausdruck 
umgewandelt werden; 30 dass also 


P =F (iagi ga, 9.) 


wird. 


hat man bekanntlich 9% › 0 


d .. ge der Art als Funetionen 
der Zeit zu 1 


bestimmen, dass das Integral ` 


Tut rd 


x у" 
—ў———— EE 


Um die Bewegung des Punetsystemes zu ermitteln, 


ein Maxim oder Minim. wird. Um nun diese Bestimmung der 
де nach den Vorschriften des $ 1 auf die Lösung einer 
partiellen Differential-Gleichung zu redueiren, müssen: der 
Reihe nach die dort angegebenen Ausdrücke L, H, H 
gebildet werden. Zunächst ist hier: 

B= FK 
Sodann ergiebt sich айз (2а), mit Rücksicht darauf, dass 
Г von den дъ unabhängig ist: 


= 


oder, weil 7' ein homogenes Polynom-in Bezug auf die 
dr ist, und demzufolge die identische Gleichung 


k=a 
= 1 d'H 
$ T = = Тйл 
ш er) 
k=1 
stattfindent: 
(13.) Н=?Т— (Т.Р) = Т.4008 


Aus diesem H muss nun duer ли g 1 г мәм 
Ausdrnek H, gn, ga, Aa, Pay ре. р) abgeleitet 
werden; d.h: es müssen in И "an Stelle“ der d där 
mit diesen durch die Relationen | 


(4) ai 


dqa 
verbundenen neuen. Variablen р; eingeführt werden. Zu 
diesem Zweck bilden wir mit Hülfe von (12.) und (13.) 
die Formel: t9 , 
oT De ДТ 

ein EN RE ег $ ve er Gah 
H 3 er 94+ Ae Фа) 
oder mit Rücksicht auf (14.) 

2 (Н И) = р, q's + Ра 9% +... Pa ба 
ferner mit Hülfe von (10) und (14) die Formeln: 
Pa = им q1 F Ua 4 + ‚Ме do 
Ра == чаз du FUs 9а 1 +: Uaa ga 


рь, oder Se = Di 
дак 


Pa= Mont Mead а + . 2: Чаа а 
und erhalten sodann aus den letzten (а + 1) Gleichungen, 
durch Elimination der q's sofort: 


2(H—P) р "ә · . Pa 
Рз Un Up .. Ua 
Pa 191 Ugg . - Uoga ER 
Pa Uasi Uag : + Чаа 


Da sowohl E als auch die мн unabhängig sind 
von dem q's, so ist Н durch diese Gleichung als Func- 


tion von Ё, qi, ga - фе, Ра, Р - Ра dargestellt. 
Um nun ferner dag in $ 4 angegebene H zu erhalten, 
16* 


— 114 — d 


hat man nur indem Ausdrucke H(t, дл» 92 +. 4а, Ра, Ра- Dal 
die Argumente ра, Ps -> Pa durch die Ableitungen 


в 9 
einer unbekannten Function, nämlich dureh ~ =. р Ss 


zu ersetzen. Folglich ergiebt sich für Н die Gleichung: 


7 - ҺЫ. Л. 

2 (H—V) E а 
= HIT 1149 .. Ua 

qı 
А д Р Ss", 

др 
=— u u ва 
дда ал аз Чаа 


Denkt man sich endlich И aus dieser Gleichung (15) be- 
rechnet, und den, so erhaltenen, Werth in die Formel 
др 2 ыы 

(16.) 5 + Н==0 

substituirt,, so stellt alsdann diese letztere die gesuchte 
partielle Differential - Gleichung vor. Da man nun aber 
offenbar zu demselben Resultate gelangt, mag man H aus 
(15).berechnen, und dann in (16) substituiren, oder mag man 
umgekehrt Н aus (16) berechnen und’ dann in (15) ein- 
setzen ; so lässt sich die partielle Differential-Gleichung, 
durch Anwendung des letztern Verfahrens, augenblicklich 
darstellen. Man erhält dann für dieselbe diejenige Form, 
welche in (17) sogleich angegeben werden soll. 

» Das Resultat dieser Untersuchung lässt sich folgen- 


dermassen aussprechen: 

»Sind 91, 9 - · да die independenten Variablen, 
»welche an Stelle der durch gegebene Bedingungen von 
»einander abhängigen Coordinaten x, y, z eingeführt sind; 
»bedeutet ferner Г = F (Е, q4 , 4 - . фа) das Potential 
»der einwirkenden Kräfte; und bezeichnet man ausser- 
»dem mit ин folgende a? Ausdrücke: 


5% дх Ar , ду, ду , de de 
e EN 5 т ER дд: а 09 09. Òga 09: 
›з0 hängt die Ermittelung der Bewegung des Punctsy- 
»stemes von der Auffindung einer Function g ab, wel- 
sche der partiellen Differential-Gleichung: 


дру др ду 07 
| 07 
Er Hau Ua ++ Ua 
(17.) др = 0 
ТЕ "Ma Ugg + . Ша 
ge Uas Uag» · "аа 


»identisch Gent ge leistet, und zugleich а willkührliche 
»Constante 4,, Ag... Ча enthält. Ist nämlich diese 
» Function F gefunden, so sind alsdann 


07 ge x u. 
дА, = >а» 08-5 С "чад. 


»die mit la willkührlichen Constantn А, B versehenen, 
»endlichen Gleichungen, durch welche die Bewegung des 
» Punctsystemes dargestellt wird.« 


$ 3. 


Ich gehe nun über zu der Bewegung eines Punct- 
systemes, dessen Beweglichkeit durch gegebene, und zwar 
von der Zeit abhängende Bedingungen beschränkt ist. 
Bezeichnet man mit 94 qos · : а die independenten : Vari- 
а еп, welehe an Stelle der,dureh die gegebenen Bedingungs- 
Gleichungen mit einander verbundenen, reehtwinkligen Co- 
ordinaten des Punetsystemes eingeführt sind, so werden 
sich die letztern nieht mehr (wie in $ 2) durch die 9% al- 
lein, sondern dureh diese und durch die in den Bedin- 
gungen enthaltene Zeit t darstellen. Man wird also für 
die Coordinaten x, y, z irgend eines dem Systeme ange- 
hörigen Punetes m Ausdrücke von folgender Gestalt haben: 


ХФ (t, 41, da, Ча) 

у= (2, 91, 9 · Ча) 

z= z% (t, 41, 9 + Ча) 
In der Formel: 


8, fa- P)dt=0 


durch welehe die Unbekannten 9: wiederum ihre Bestim- 
mung finden, ist dann im Allgemeinen das.Potential Y ein 
von den gs und #; und andererseits die halbe lebendige 
Kraft T ein von den gr und ¢ und auch vonden 9% ab- 
hängiger Ausdruck. Der wesentliche Unterschied der vor- 
liegenden Aufgabe von der in $ 2 behandelten besteht 
darin, dass T nicht mehr wie dort, in Bezug auf dire g's ein 
homogenes Polynom 2 Grades ist, sondern gegenwärtig 
ein Polynom darstellt, dessen Terme hinsichtlich der 9, 
theils 0-6ег, theils 1-ter und theils 2-ter Dimension sind. 

Bei Bildung von T ist es zweckmässig, das in den 
Gleichungen (18) vorkommende é durch die Bezeichnung qo 
zu ersetzen, also zu schreiben: 


х= $ (90, Ou, 9з +. Ча) 
Y =W (qos 91» 92 + = Ча) 
Z= x (Jo: 91, 93 : gu) 


== SE 


(18.) 


wo dann 
(18а.) 40 = - ка: 
ist. Für Т ergiebt sich nunmehr folgender Werth; 
‚ ge A дж 4 дусу ща 
дю F +.» 8947 а) 
au її ду, ду ү 
9 Am + (599+ 999 + òga 1“ 
02 020 02 wi 
+ (92 9 дд, qì +. ae Ча) 
oder: 


k=a #—а 
T=4 > b K Guga 4'1) 
k= i=0 
wo: 
D de dr ду ду. дз д: 
we m( Ae e Mën, Lë ба.) 


ist, und’ wo Ay wieder die über alle Puncte m des Systems 
auszudehnende Summation andentet. ` 
Wenden wir nur die in $ 1 aufgestellten Theore- 


‚ me an, so ist für L wiederum der Ausdruck 7—0 zu 
nehmen: 


L=T-V 
oder nach (18а.) 
L=T-V. go go 


d 
=g 1=@ 

(19.) Le + = > i (ин geg) — V. 9090. 
k=0 i=0 


Dieser Ausdruck für L stellt in Bezug auf die (6-4-1) 
Grössen do, da, J2, - + + de ein homogenes Polynom 
2 Grades dar, und genügt also folgender Gleichung: 

д1, ‚ д1, ‚д1, 
20. F = d =e г se e Kae ze, 
Ke М бод tI gT ee 
Demzufolge können wir dem in $ 1 angegebenen Aus- 
druck H 


oL oL ‚ ОГ 
Н= dE f Sr . = —L 
| Zoe, + 99 eh 00а ора 
im vorliegenden Falle, mit Rücksicht auf (20), die Form 
geben: 


‚ ÒL 
(21.) ти 
Führen wir nun die in $ 1 angegebenen neuen Variablen 
[OL „dh 21. 
eg TE 
und daneben noch die Variable 
DL, 
Ро = dg o , 
so ergiebt sich aus (19), (20), (21) sofort: 
07 07 
un И ) Deeg с 
dp 
Uio dqa Чи 
KEN д 
190— ка Ha 
Uag а Uas 


115 — 


2L= Ро de kp grt .. p pa go 
Po Œ (0—2 У) 46+ чия: +. toa de 


Ра = (изо Чо + ungt .- + ша9 а 
Ра (иво 9’о F Чада + -- Fucaga 
Н=1 — Ро do 


Wenn man durchgängig für q'o seinen Werth. 1 sub- 
stituirt , ferner die beiden ersten Gleichungen von elnan- 
der subtrahirt, und dabei für 2L—2p, , der letzten Glei- 
chung gemäss, 2H einsetzt, so erhält man: 


Ur (НР) (ио р) 94+ (из ра) +. (иа Ра) а= 0 
Up) + ча qit 189341... oe ща dech 
(изо— Ра) Т и 9.4 1394. . + из09 а=0 
(иао—ра) + Uas (l'it laat. ++. Чаа9'а=0 
und daraus endlich durch Elimination von 93, 9%,..9а: 


чо-+2(Н—Р) мор, мора .. Upa—Pa 


Weg) un 113... Ша 
225) Ugo—Pa 103 Mäe die sk Ma =í 
Чао—Ра Чад Ugg .. .» Чаа 


Dureh diese Gleichung ist H als Function von 


t, 9, 98, · да, Pis Pa • · Ра dargestellt; Die раг- 
tielle Differential - Gleichung 

> ep AR 

д РЕЙ ==: 


auf welche das vorliegende Problem führt, wird daher, 
wie man leicht übersieht, aus der Formel (22) sofort er- 
halten, wenn man darin an Stelle von H, ра, рз. fe 
dë др og др 
dÉ ° дд, ’ Ola ’ 09а 
ergiebt sich folgender Sata 

»Handelt es sich um die Bewegung eines dem Po- 
stential V unterworfenen Punctsystemes , welches in 
seiner Beweglichkeit durch irgend welche , "mit der 
‚ей sich ändernde, Bedingungen beschränkt ist; sind 
‚demnach die rechtwinkligen Coordinaten x, у, 2, irgend 
eines Punctes m mit den independenten Variablen 
dn: da, . .. Oe durch Relationen verbunden, in wel- 
schen ausser den genannten Grössen auch noch die 
»Zeit vorkommt; so hängt die Ermittelung der in Fra- 
»ge stehenden Bewegung von der vollständigen Lösung 
vg folgender partiellen Differential-Gleichung ab: 


respective — substituirt. Demnach 


Ze op 
Tag" ae, U алы 
| 
HIP Ua 
das Usa | =0. 
$ . H | 
Чаз Uga | 


— 116 = 
эшо unter den и die. Ausdrücke ава 788 2:8 s= (dr ı + boa 837 з)=а 
a dx; de, Фи» ду Cd dei (24.) | а аваа trete 
i an Im (5, ‚дф їч 045 д; Я д4 > Pia’ + Bag: Lage бав 1 F “29. 85) =с 


sund in diesen unter Чи, da. · - 9a die independenten 
»Variablen, unter ч dagegen die Zeit t zu verste- 
»hen ist.« 

Man übersieht leicht, dass die im vorhergehenden $ 
gefundene partielle Differential-Gleichung (17) einen spe- 
eiellen Fall der gegenwärtig gefundenen (23) bildet.. Wen- 
det man nämlich (23) auf ein mechanisches Problem an, 
bei welchem die Bedingungs-Gleichungen von der Zeit t 
unabhängig sind, so verschwinden die mit dem Index (0) 
behafteten u. Falleu diese aber fort, so wird (23) identisch 


a40", 4 407% + о”; = A 

бло", 4830" + @50°з == В 

710" Ф750" 730" = С 

wo de Aerente OC. 0") durchgängig Differential-Quotien- 
ten nach der Zeit vorstellen sollen. Auch. wird: es gut 
sein, ‚sogleich zu bemerken, dass, für die Funetionen 
a,b, с folgende Gleichungen gelten: 


(25.) 


mit (17); wie man sofort erkennt, sobald man beachtet, Be е8, — by: 
dass der Wert einer Determinante ungeändert bleibt, | (26) b'i = ау——са, 
wenn: gleichzeitig die Glieder der ersten Horizontalzund ee he 


die der ersten Vertiealreihe mit —1 multiplicirt werden. 


$ 4. 


Wir wollen nun zu den Problemen. der relativen 
Bewegung übergehen, und hierbei beginnen mit dem Fall 
eines einzelnen und frei beweglichen Punetes m. Sind 
т, у, 2, die, nach drei unbeweglichen und aufeinander 
senkrechten Axen gemessenen, Coordinaten dieses Punctes, 
und andererseits &, т, С die Coordinaten desselben in Be- 
zug auf einin vorgeschriebener Bewegung begriffenes, eben- 
falls rechtwinkliges Coordinatensystem, so finden zwi- 
schen diesen x, y, z und &, т], 6 Relationen von folgender 


_ ‚Was die Ableitung dieser Gleichungen anbelangt, so 
ergiebt sich z. B. die erste derselben sofort, wenn man 
die Formeln: 

а а |а th Gs EP 

В.а. - В а, 405 а; жс 

ља. 7° а уз а, =— Ь 


der Reihe nach mit ou, а, с; multiplicirt, und sodann 
alle drei addirt; in analoger Weise die beiden übrigen. = 

Nunmehr können wir zur Bildung des Ausdruckes 
T übergehen, und erhalten zunächst aus (23.a): 


Seet e ’ e Lett не | 27.) ut (аа аи Fy) + TEE E | 
x = 0, +0, 5Р7 РУ: 6 sodann mit Berücksichtigung der Gleichungen (26): 
(23а.) у = 0. аз $-Н Ва nt yaé (28.) t=, ион, 
z= о, Ка, &- 8317476 wo für den Augenblick и, v, w zur Bezeichnung folgen- 


der Ausdrücke gebraucht sind: 

a == Е LR en 
v—n+es—af 
w = С + ат БЕ 


` Durch gleichzeitige Benutzung; von (27), und (28) er- 
giebt sich nun 


wo die o, or, Ce ‚ ук, gegebene Funetionen der Zeit 
sind, welche den bekannten 6 Gleichungen: i 
arte! аз = 1°, Biri РВ +857: =0, 
etc. - etc. 
Genüge leisten. „Um die halbe. lebendige. Kraft: 


а = (хх pyy +22) 


durch die relativen Coordinaten Е, 7, 5 darstellen zu kön- 
nen, wird es zweckmässjg sein, folgende Bezeichnungen 
einzuführen: 


sn Be + feed 7 
pu 28 nme Е би ne Лои 20 (аЬ (аи 


| 


хх’ TARE % Ge No nen rau tv Lg 


oder 


TTT TE 
ЕЕ дар Lee 


folglich STE auf (24): (30.) D fan Kap 

9) 7= ў (= —2 (45 + Bn + CE) + (P и ech wird, уо. das gegebene, von &, 7, € und möglicher Wei- 
wo F eine Function ist, deren Bedeutung nicht weiter se auch noch von £ abhängige, Potential der auf den Punet 
von Gewicht sein wird. einwirkenden Kraft vorstellt Da übrigens der unter dem 


d Soll nun die Bewegung des Panetes m in Bezug auf We a Ausdrätk 7—7 zufolge (29) 
as selber in Bewegung begriffene Axensystem (Š, 7, 6) den Term 5 = enthält, dieser Term aber in der For- 


егш е = { i : 
als по, р = ya d e ee $, И, © | mel (30) vollständig überflüssig ist, so kann mandie zur 
eit so zu bestimmen, dass Bestimmung von č, т, С dienende Bedingung folgendermas- 


sen hinstellen: 


(31) 2. [Li = 0 


wo L folgenden Ausdruck vorstellen soll: 


m 


= 5 ( —2(45+Bn-+ CH HUH +) ZP 


d.i 
| (Epot eny 
Less Не-а }—m (84-874. СО. 
Hetan bs) 


Bezeichnct man diesen Ausdruck durch: 


ы + (u 8° + иот 4 55 С° + Puos N E -P 20. CET un E 7 trug + uoo т из 6 + чоо) SH 


wo also: 


leg = И mM: 


(32,) 


Us == Uz, = 119 = 0 
upa = (65 — сл) „Ua т (сё-— аё) , моз = т (ай — b$) 


моб =m((bE — сп) - (66 — adj? + (an — REI — 2m (48 + By + CL) 
ist, so hat derselbe in Bezug auf E, a, С dieselbe Form, wie der in $ 3. (19) angegebene Ausdruek in Bezug auf 


Jis Jas- Oe, Nach $ 3,.(23) 156 demnach die 
vorliegende Problem zurückkommt, folgende: 


d - д; 
too — 2 tP) to — JE 
0. 
д 
изо — > 0 
07 0 


partielle Differential-Gleichung, auf deren Lösung das 


др 07 л 

0 er 
= 0, 

m 0 | 

0 т | 


welche schliesslich durch Einsetzung der in (3%) für die u angegebenen Werthe übergeht in: 


rm TO + 


Hier sind а, b, с, A, В, С, bekannte Functionen 
von é, welehe mit den ursprünglich gegebenen сь, Вы yty Ok 
durch die Gleichungen (24) (25) zusammenhängen. Fer- 
ner ist E ebenfalls eine gegebene, von &, 7, € und mögli- 
cherweise auch noch von € abhängende, Function. 


$ 5. 


Schliesslich mag noch der Fall eines Punetsystemes 
behandelt werden, dessen Bewegung in Bezug auf ein, 
in vorgeschriebener Bewegung begriffenes, Axensystem 
($, 7, С) bestimmt ‘werden soll; mag nun das Potential 
der einwirkenden Kräfte allein von der Lage des Punet- 
systemes zu den Axen (&, 7, С), oder mag dasselbe ausser- 
dem auch ` noch abhängig sein von seiner Lage zu den 
festen Axen (х, у, <); mag ferner die Beweglichkeit des 
Systemes frei oder in gegebener Weise beschränkt sein. 
Falls jedoch derartige Beschränkungen d. і. gegebene Be- 
dingungs-Gleichungen zwischen den Coordinaten £, a, 
existiren; во soll (allerdings nur der Einfachheit willen) 
angenommen werden, dass diese Bedingungs-Gleichungen 
unabhängig von £ sind. 

Bezeichnet man die Masse irgend eines der Punete 
des Systemes ‘mit m, und die Coordinaten desselben in den 


ge дя. Zei 

95 д д 5 
sw ос | + ЕВ СОРА. 
САС ён» 


beiden Axensystemen mit х, У, < und ë, 7, б, so ergiebt 
sich aus (29) für die halbe lebendige Kraft 7 des Punct- 
systemes folgender Ausdruck: 
1..5 р | 
2 

= I mAB +O + IF нения. 
Die zur, Bestimmung der Bewegung des Systems dienende 
Formel ist demnach: 
(33.) 5. f Lde=0 
wo L folgenden Werth hat: 

(Abou 
Li +es—at) 
+&-+an—b$)? 
wenn nämlich 7 das gegebene Potential vorstellt, und 
die Summation 15 über alle Puncte эл des уз тез aus- 


gedehnt gedacht wird. Bezeichnet e die Anzahl von Gleich- 
ungen, welche zu den gegebenen zwischen ё, эу, 6 statt- 
findenden Bedingungs-Gleichungen noch hinzugefügt wer- 
den müsste, um die relative Lage des Punetsystemes in 


(34) L= S 


mer Bryt СЭ, 
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Bezug auf die Axen (5,7, фу vollständig festzustellen; 
kann man demnach die rechtwinkligen ‚Coordinaten $, 7, = 
auf с independente Variable qu 93». de, redueiren; so sind 
nun diese д: der Art zu bestimmen, dass sie der For- 
mel (33) Genüge leisten, dass also die mach ihnen genom- 
mene Variation des Integrales / Ldt verschwindet, ` 

Führt man nun in (34) au Stelle der E. 7’, € die 
gs ein, so ergiebt sich: 


DEN, 
eent AE 


L= S Hesab Aed) Buer Brt OP, 


ð H 
At EE 
wo J die über k=1, 2,3,.. @ Jausgedehnte Sum- 
mation andeuten soll. Daraus: folgt: 


ke i=a 
5) Lech У) Уд) — Ио 
Sech 


k=0 
„Доказательство 


При вывод основной теоремы теори уравнений, 
состоящей вь томъ, что всякое уравненіе имбетъ KO- 
рень вида р-+4% доказываютъ, что наименьшая вели- 
чина модуля Функции fi (prigi) веть нуль ооо о 

Здвеь предложено доказательство этой теоремы, 
не принимая въ соображеніе модуля. Доказательство 
состоитъ изъ двухъ частей: 


wo q'o (ebenso wie іп $ 3) gleich 1 sein soll, und wo die 
Grössen us, Us, мо je nachdem beide Indices уоп. 0 
verschieden, oder einer derselben, oder beide gleich 0 sind, 
folgende Werthe besitzen: ` ` 
_0,[% % дү m 05 de 
k. =S m hoj Ро 24, дд дд: 
r 


8 d 
мо =\Ў m (002—ет) 1 + (c§—a$) Ө, + (an—b$) >) 


qi 
u =S т (dem)? + (с8—а@# + (un—bE}) 
— Sm (45+ В + СО). 


Dı nun der Ausdruck. (35) dieselbe Form besitzt, 
wie der in $ 3, (19) aufgestellte ; so ergiebt sich, dass 
die partielle Differential-Gleichung , auf deren Lösung 
des gegenwärtig. vorliegende mechanische Problem re- 
currirt, sofort erhalten wird, wenn man in. der dort ge- 
fundenen partiellen Differential-Gleichung (23) die ‚so 
eben fur us , моь, чоо aufgestellten Werthe substituirt. 


Halle. Februar. 1861. 
Dr. С. Neumann. 


теоремы Коши. 


1. Сперва выводимъ, что для веякой Функціи fx, 
дающей при вставкъ р--4: величину Ғ(р+9)= Р+01, 
возможенъ такой выборъ величинъ р.=р--й и qı=q+k, 


| чтобы въ f (ра 4- 912) = Pat 0:1 численвыя величины» 


Р, и Q, были COOTBETCTBEHHO Meute численныхъ Dë: 
личинъ Ри 0. 


Ё (р+ ois + 01; р==р В, q=] +k 


Ғ (А0 = Р, +0, = pHa ith Hki = P + Rith H ki) fF (+9) Heet 
Положимъ для общности: fip + WEI, Fp + 90) =0 , 
Г + чд = Pi + ai= Р + 01+ т-у 


Называя h=r соз paes 


(h + ki)" 


in; Грей) 
fr (р - 90) =0, тогда 
5 Tei (р +) + ОНЫ ТТ, 


у. 


(h +'ki 


= sin 9. г, rab © очень малая величина 1-го порядка, Kä 


h + ki =r (cosg + i sin p) e; (h + А0)" = r" (cos ng + i sin n $) =" 


и far о P + ЕР + Е т” (соз пу + isinng) (Р + 091) = + 
f p +а)=® +01, ГР ЕР ОФ, . 


гдъ 


(+ я D: 
e EH дды); 


fmt 9 = Pit 0,4 = P r (Picos ng — 07 sinng) ek {04 rs (РО sinn gt 0 зшт giel dt 
+ члены, содержашие € 85 высшей степени. 


Отсюда 

P, =P +r (P®eosng— 0) sinng) =* ) (4) 
D E \ е 
Q,=0-+r (P зап - 0") cosnp) =" | 
Остальными членами, какъ содержащими ғ въ высшей 
степени, мы пренебрегаемъ. 

dg He трудно изъ уравненій (1) вмдЪть, что можно 
ВЫорать тақія г ns, а сл5довательно ћ и А, чтобы 
Бера величины Р, u Q; были менЪе численныхъ 
величинъ Р n Q; стоитъ только положить 


Р," ит 4+ Q) созп $ 0, 


т^ (Р.^) созпр —– 0 sinng)=0 d 

r(P® sinn? + О") созт р) = 0, (2) 
такими, чтобы знакъ конечныхъ количествъ 0 и б, 
былъ противуположепъ знаку Ри О; аги ў, yao- 
влетворлющія требуемымъ уеловямъ , опредфлятся, 
изъ уравнений (2): 


и. Р.т) OM 


u даут 


Р" соѕпр (0. атр T 6 
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rab можно принять и = + 1, смотря потому одина- 
ковы ли, или неодинаковы знаки Р и 0. Зная tg $, 
найдемъ sing, COS и г. 

Возраженіе, что ф не опредълитея, если PN =0, 
и Q) =0, не имфетъ mera, ибо тогда бы 


а Mi ў 
Pwi = Kee == 0, чего мы не полагали. 


Доказавши возможность одновременнаго убавле- 
нія численныхъ величинъ, а слёдовательно и одновре- 


Сохраняя прежнее обозначене имфемъ f (р + 90) = 
Tip, + 9 i) = 0 га (с05 g +isin g) (PHE 0 4-13 22 (00527 + іп 2 9) (PHTH pen.. 
fm + 911) =" (Р соз g. — (sing) + r?(P" соѕ2 g — 0" 


Можно найти т и  подъ условіемъ, чтобы 

r (P' cosg — 0 sing) = 0 | a 

r (0 созр-ЕР'зїпр)=0 IT" 
rab 0 конечная величина со знакомъ противуполож- 
нымъ знаку 0. „ 
Изъ уравненїй (3) 

d 
E er 


0 


йу e Сук С 
f (prta i) = п (LÉI cos 2 g — 0" зїп 9) 224 (0-0) i + 
члены, содержазціе E вв высших5 степенях. 


Продолжая дЪлать подобный выборъ р и Q, по- 
ка Q, убавляяеь постепенно, не обратится въ нуль, 


мы получимъ: у a 
Род = oi: 
Trab, а? безконечно малая величина 2-го порядка. 


меннаго ихъ приближенія къ нулю, не трудно перей- 
ти къ остальному выводу сей теоремы, 

2. Положимъ ‚, что мы нашли р и g, для ROTO- 
рыхъ Р, или Q обратилось въ нуль, такъ что | (р-92) 
== Qi, тогда пользуясь вышесказаннымъ , можно по- 
добрать такія р; и Qı , чтобы чиеленная величина Q 
убавилась , а членъ вещественный былъ очень малою 
величиною 2-го порядка, 


0: а 
sin2P)®+...+{Q+r(licsg+Psinp)yi+.... 
Сумма безконечно-малыхъ 2-го порядка Zei не 
можетъ превосходить безконечно-малой 1-го порядка. 
Однако не трудно видъть, что: можно такимъ образомъ 


повести A510, чтобы вещественный членъ Р = Ў а? не 
превосходилъ оезконечно- малой величины 3-го порядка. 


Опредъливши р, и Q, такъ, чтобы 
Ро. +90) = Ха = 6 


безконечно - малой 2-го порядка, можно бы ечитать 

основную теорему доказанною и р,-+9, 1 былъ бы HC- 

комымъ корнемъ, но для большей точности покажемъ, 

что отъ р, и Qan можио перейти къ р, и 9, такимъ, 
~ H H 


ro f (Pu + Ay Ü) будетъ равняться безконечно-малой 
высшихъ порядковъ. Для этого положимъ 

Рһ.а = Р„ + 9605 рг и 9..4 = Qa tH % чар: =; 
тогда 


passt nr) = б#-Е® (Р tos F—0Q sin ў) (0 cos 4-Р sin $) = i члены, содержащіе є os высшие степенях. 


Сдълавъ ı Pcosg — Q sing = 0 


- Qcosg + Psing=0 { тивуположенъ зна- 
ку 6°, мы постоянно убавляемъ f? вещественный YACHD, 
между TMb какъ мнимый членъ будетъ величиной 
четвертаго порядка, такъ что посльдовательными дЪйст- 
віями можно дойти до величинъ P, и Чи при KO- 


торыхъ f (Ри + 9.9 = yti , ıab у безконечно-малая 
4-го порядка. 


rab знакъ Ө про- 


Нено, что порядокъ’ безконечно-малой. ; которой 
можетъ равняться f (Po +q 0 1), можетъ быть едъланъ 


какъ угодно великъ, такъ что существованіе вели- 


чинъ « и 8, при которыхъ f (œ + bi) = 0, а слъдо- 
вательно и корня @-+ Pi очевидно. 


Kies» 1861-го года. 


Н. Бугаев. 


Мал 9-го дия. 


Новое доказательство теоремы Вильсона. 


——ы—— 


Въ доказательств, предлагаемомъ много, теорема 
Вильсона является иепосредетвеннымь елъдствіемъ те- 
оремы Фермата и свойства первообразныхъ корней. 


Если р есть простое число, a его первообразный 
корень, то въ DAF сравневій: 


| 
а к= (мод. pi? 
а2 ba (жод. р) | 
að == b, (жод. р) 
чапа bag), Di 
oam = Ы, (00. р) | 
акт Бш (мод. р) , 


<b 


ни одно изъ чисель а, bg , ba, dba»... Dag Be 


можетъ быть равно единиц. 

Точно также между o, bgs, Бу, babait ге Bas 
ubTb чиселъ равныхъ , ибо если бы bss Dan TO Cy- 
ществовало бы сравнеше а” = a* (nod: р), что DpH- 
велось бы къ еравненію ач (ar — 1) ==0 (жод. р), 
или 1"—"% == | (жод, р), что противорфчитъ · свойству 
первообразнаго корня а. 


Перемноживъ еравненія (1) получимъ : 
Bl. (8—8) 
eu Е 


5 == a bobs ba Ba (мод. ру, (9) 

Такъ какъ неравныя числа a, 6,65... WEI 
будучи наименьшими положительными вычетами YH- 
селъ а, а?, а3...а?-®, mente р, и ни одно изъ нихъ 
17 
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не равно единиць, то рядъ p—2 чиселъ og. be, ba 
долженъ совершенно заключаться Въ ряд чиселъ 
903, фу 52.5 дир Ma что 


absb;b,...b,_2 = d 3. 4. 5 Sure AR 2—5 . р—1 
и сравненіе (2) приметъ Бидъ; 


У 
р-—= 


Ber. 
a 2 — 1. 2. 3.4... рр Ч (300 р.) (3) 


‘откуда, принявъ а за основаніе индикаторовъ имфемъ: 


м —1. 2—2 == 
Ind. (1.2.3.4. SCH. SA) = FT (нод poa) $ A) 


Han, сравненія (д) получаемъ : 


Ve. 3,41... SCH. SA (мод р). (5) 
По теорем Фермата 

ari == 1 (мод, р), 7—1 2-8 — 4 (м0д-р), „.... wx (6) 

елъдовательно изъ сравнений (5) и (6) выходитъ ` 
11.2.3. Д.65. 92:71! = 1 (мод: р) или 

(1.2.3.2. pi —1) (1 2. 3...p=2 .7—1 24) =0 (xod. p). (7) 


Но число 1: 2. 3... . 525: 71-1 не д®литея 
на р, ибо въ противномъ случаъ существовали бы 
сравненія : m 


L3a. ESCH 1 (тод. р) 
Ind. (1.2.3..:.. 7.2 1= 0 (мод. рт. (8) 


‚..„Hoeasauee, вмъстъ. съ (4), дало бы мъсто еравне- 
ню: 


ПЕ! 


1) p—2 | 
85 = 0. (мод. p—1), очевидная нелъпость; ибо 
CSS RS `$-% 219% ajag эда Za | 
=” =. +7 = (тод. р — 1), 
слЪдовательно если по (7) не имъетъ мФета сравненіе 


1.9.3... 92.91 —1=0 (м00. р), то должно 
существовать еравненіе 
2 1.2.3.. p—2.p—i + 1= 0 (nod. р), 
или теорема Вильсона. | 
Кїевъ 


Н. Бугаев. 
20-го Мая 1861. 


п. 


Бибмографилески указатель. 


23. Handbuch der Kugelfunetionen. 
Von Dr. E. Heine. Berlin, 1861. ==: 


Издапная ‘нынъ книга предназначается служить 
въ нъкоторой степени введепіемъ къ систематическому 
изложевію теоріи особаго рода Функцій, вообще назы- 
ваемыхъ Лапласовыми Функціями и часто встрфчающих- 
ся въ изелъдованіяхъ о притяженін сФероидовъ, O PH- 
гур: земли: и-въ ‘нъкоторыхъ другихъ частяхъ мате- 
матической Физики. Авторъ пользовался сочиненілми 
Лапласа, Лежандра, Гауса, Дирикле, Якоби, Грина 
(Green), Ламе и другихъ. Сочиненіе Г-на Гейне состав - 
ляетъ весьма замфчательную монограФпо объ одномъ 
изъ любопытвыхъ предметовъ математическаго анали- 
за. Послъдняя часть книги содержитъ приложенія Kb 
теоріи механическихъ квадратуръ, по руководству Га- 
усса, и сверхъ того приложснія къ теорін притяженіи 
и теоріи теплоты. 

94. The Mathematical Works of Isaac 
Barrow. Edited for Trinity College by W. Whewell, 
Cambridge. 1860. 

Здфеь заключаются aerıym, которыл читалъ Бар 
ровъ Bb 1664—1670 въ Кембридж, въ качеств Luca- 
sian Professor of Mathematics.. Авторъ принадлежи!®Ъ 
къ числу знаменитъйшихъ ученыхъ ХУП-го въка, H 
для занимающихея 'исторїето Физико - математических» 
наукъ, очень занимательны будутъ его Lectiones Mathe- 
mätieae, Lectiones Opticae и Lectiones Geometricae. Пер- 
выя изъ вихъ содержать общія пачала математики, 
вторыя геометрическ:я доказательства разпыхъ оптиче- 
екйхъ предложеній, а въ третьихъ разематриваютсл 
свойства кривыхъ линій. Въ этомъ же Tomb помфще- 
ны предисдовіс и поевященіе къ Баррову изданію Эвкли- 


довыхъ началъ, также его предисловіе къ изданию TBO- 
рей Архимеда, А поллонія и Өсодосія. 

25. »Reportof the Superintendent of 
»the coust Survey, showing the progress 
„оѓ the Surveyduring the Year 1857.« 

Начальникъ этой съемки, Професеоръ А. D. Bache 
принадлежитъ къ числу отличньйшихъ американекихъ 
ученыхъ; между его сотрудниками находились также 
лица, которые своими трудами пріобръли почетную из- 
вфетность. Обширность работъ, богатыя средства, Ha- 
значенныя для ихъ исполиенія и многія ученыя изсл®- 
дованіл дълаютъ эту съемку въ высшей степени достой- 
ною вниманія.--Признательности и даже удивлен1я за- 
служивастъ щедрость, съ которою изданъ этотъ отчетъ 
Правительетвомъ Соединенныхъ Штатовъ въ vacak 6200 
экземпллровъ, изъ коихъ большая часть BMËCTE съ до- 
рогими картами разосланы въ даръ нетолько публич- 
HEIM» библіотекамъ, Академямъ и Обсерваторілмъ, но 
также значительному числу частныхъ лицъ. 

Начиная съ еъверовоеточной оконечности COCA 
Штатовъ, съемка простирастея къ тогу и западу, око- 
ло береговь атлантичесваго Океана и ‘мексиканекаго 
залива; потомъ идетъ въ южной ел части по берегамъ 
тихаго океана, и направляется оттуда къ сфверу и за- 
паду. Съ геодозическою съемкою соединены MOPCKIC 
промъры и развыя гидрограФическія работы, каковы 
изелъдовапіл Гольфъ-етрема, морекихъ приливовъ и 
т. п.; раземотрьны также вфтры, морекіл теченія и 
ABACHA земпаго магнетизма. 

Приложенвыя таблицы и карты весьма важны для 
морсходцевъ, показывая имъ BCE, что можетъ служить 
къ удобству и безопаспости плаванія вдоль береговъ 
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соединенныхъ Штатовъ, harte ‘Въ мексиканекомъ `за- | долготъ ‘точнъе ybmp.40 одной секунды времени. Съ 


ливъ и около нъкоторыхъ острововъ. 

„Въ томъ же отчеть находится нъсколько любопыт- 
ныхъ статей; OHS содержатъ отдфльныя ученыя” изы- 
сканія и мы вкратцф приведемъ ихъ содержаніе. 

Одинъ изъ искуснъйшихъ американскихъ астроно- 
MOB», Г-нъ Гульдъ (В. Gould) довольно подробно раз- 
смотрфлъ способъ опредьлять разности географ. дол- 
готъ помощію гальваническихъ телеграховъ. Въ Ame- 
purb употреблялея этотъ епособъ orbe; чёмъ въ Apy- 
тихъ странахъ и потому не удивительно, что тамъ CO- 
брано много объ этомъ евъденій. Для достиженія же- 
лаемой точности потребны разныя предосторожности. 
Нетолько нужно производить многія опредъленія въ 
одну и въ обратную сторону, но елбдуетъ еще по B03- 
можности исключать промежуточные сигналы и пользо- 
ваться хорошими регистрирными аппаратами (recording 
аррага(ѕ). Безъ этихъ пособій выводы могутъ быть 
сомнительны; — Г. Гульдъ! полагаетъ, что въ nacab- 
дованілхъ,, произведенпыхъ:.въ Европъ, ветрёчают- 
ся недостатки, H опредъленіямъ разностей долготъ 
помощю гальваническихъ телеграФовъ отдано. въ. Hb- 
которыхъ случаяхъ предпочтеніе предъ вефми другими 
способами безъ достаточной критики. 

Знаменитый американскій. Геометръ Г. Пиреъ 
(В. Peirce) предложилъ нъеколько очень заниматель- 
ныхъ указашй о степени точности разныхъ астроно- 
мическихъ ередетвъ для изысканія геогр. долготъ. Въ 
благопріятныхъ случаяхъ наблюденія большихъ CON- 
нечныхъ затм%ній , особенно полныхъ и, кольцеобраз- 
ныхъ, могутъ служить къ опредъленію долготъ съ 
точностію до > или даже до 1 секунды времени. Въ 
отношении къ покрытіямъ звъздъ луною, ЕЁ. `Пиреъ 
полагаетъ , что едва ли даже нынъ, пользуясь отлич- 
ными лунными таблицами Г. Г%анзена, можно скоро 
достигнуть благонадежнаго результата номощию Ha- 
блюден!я отдфльныхь покрытій. Независимо отъ малыхъ 
цогръшностей таблиць, неправильности очертаній kpa- 
евъ луны оказываютъ вліяніе, которое уменьшаетъ 
ту степень точности, какой безъ того можно было бы 
достигнуть. Гораздо выгодизе наблюденя покрыт 
луною звфздъ въ Плеядахъ, какъ это ‘уже замътилъ 
Бессель. Въ этомъ случа наблюдаются въ теченіи 
короткаго времяни покрыта многихъ звъздъ на pas- 
HbIXb точкахъ луннаго диска, и потому можно ожи- 
дать, что въ ередпихъ выводахь значительно осла- 
оитея вліяніе неровностей краевъ луны На этоть 
родъ наблюденій обращено особенное вниманіе въ Аме- 
рик®; тамъ же тщательно занимаются обработкою преж- 
НИХЪ наблюдений надъ покрытіями Плелдъ. Что ka- 
саетел до лунныхъ кульминацій, то по ми®нїю -Г-на 

ирса этимъ способомъ трудно опредёлить разности 


Изеьстие о. новой комепиь. 

Овал комета, неожиданно и одновременно усмо- 
трённая во многихъ мъстахъ Европы а именно 50, Long, 
въ настоящее время быстро удаляется отъ наеъ, такъ 
ЧТО въ послъдній день нашего [IOHA свътъ ея долженъ 
составлять едва Lon того блеска въ какомъ она ABH- 
лась 18 Попя. Приблизительные элементы, вычислен- 
ные Г. Папе на основаніп первыхъ наблюденій, пред- 


— 


| 
| 


этими заключеніями BEPOATHO будутъ согласны BCE 
астрономы. 

Въ американской съемк®Ъ- за основан!е принята 
долгота обесрватори Bb американекомъ город, Kem- 
риджь (Cambridge U $: Massachuset). Различные euo- 
собы, по которымь изел®дована эта долгота, кь 3aua- 
ду отъ Гринича , даютъ . слъдующія чиела : 


Io многочисленнымъ луннымъ · кульминаціямъ 
BOOTE ee ee e A 
По затмъніямъ солнца и покры- 
тіямъ, 38633» луною | sn. a E e o = И 44 29, 6 
е По хронометрическимъ опред®%- 
ліямъ, вызеденнымъ помощио многихь 
перевозокъ XPOHOMETPOBP изъ Ливерпу- 
ля въ Америку и обратно, въ 1849, 1851 
и 105527028 u... Го ER e = 444 30,8 


Ввроятная долгота предполага- 

Eiere "ee : Ah: 44" 29',5. 
Г-нъ Bache предложиль Формулы для вычисленія 
хронометрическихъ опредъленій долготъ по теоріи Bb- 
роятностей, принимая во впиманіе вліян е перемвнъ 
температуры на ходъ хронометровъ и на: разность хо- 
довъ въ путешествіяхъ И въ ноков. 

S Прилавы и отливы ‘на обшарвыхь берегахъ Coc- 
диненныхъ Штатовь предетавляютъ мпогія разноо5- 
разныя явленія, и потому ихь раздълили на три OT- 
дъльные класса явлений. Приливы водъ атлантичебкаго 
оксана суть самые правильные; каждые сутки приливъ 
и отливъ повторяются два раза и возвьышенйя слфдую- 
щйхъ однь за другими высокихъ водъ, мало между CO- 
бою различаются. Прилизы и отливы на берегахъь ти- 
хаго океана повторяютея тоже дважды въ сутки, HO 
утреннйе ' и вёчерніе приливы значительно отличаютея 
между собою по высотв; такъ что случаетея видъть 
иныя скалы на три фута’ поверхъ отливной воды; MCK- 
ду тъмъ какъ въ сл®дующ!й за TMb отливъ эти скалы 
Остаются совершенно покрытыми водо!о. Также про- 
межутки между послЬдовательнымя высокими и пиз- 
кими водами выходятъ весьма неравными. Въ пор- 
тахъ Мекеиканскаго залива’, къ западу Or мыба Св. 
Георгія, прилцвъ и отливъ совёршаютея большего 
частио, HO разу въеутки; и только въ нЪкоторые дни 
мБеяца повторяются дважды въ 9{ часа. Измвнеше 
уровия водъ въ этихъ портахь довольно мало; оно CTA- 
новитея гораздо значительнее къ востоку отъ ыса 
ев. Георгія, Мы съ мојопытствомь узнали, изъ до - 
несенія Г-на Коля- (FG. Kohl), чго op занимаетея 
составленіемь подробной исторіи морекихь открыт! 
и разподоразныхъ изельдован , совершонвыхъ вдоль 
западныхъ. береговь Соедипенпыхъ Шгатовъ. 


A-C. 


ется. . а 5 ос 


ставллютъ въ наклонениг къ эклиптик и въ отстояни 
перигеліл етоль значительное сходетво съ элементами 
кометы 1748 года (видънной равнымъ образомъ простыми 
глазами и которой путь опредфлень Лемонье), что mo- 
| RHO было бы принять ихъ тождественными; но Haupa- 

влен1е движеніл новой кометы есть прямое, тогда кавъ 
кометы 1748 обратное. 

Ред. 
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Извлесеніл изъ періодитескихѕ usdaniü. 


1. Новый выводь формула для еферическаго | висимости отъ сторонъ р, 4, Г плоскаго треугольника: 
эксцесса, Др. О Вернера. 3 
(Mélanges ‘mathématiques et astronomiques: Т. П. и 
Zeitschrift für Mathematik und Physik 1861. Heft 2). 
Пусть етороны сФерическаго треугольника, а, Б, с 
не превосходящія 1800 , находятся въ слъдующей за- 


42; 1 254 le 
р = 6055 4.0085 b, Ч= 5 а. sin > б и г= 005 = с; 


78 
то, называя соотвътственно углы сФерич. т-ка A,B,C 
и плоскаго Р, Q, В, мы имфемъ: 


72 = р*-+ 4 — 9 рд. cos R 


1 1 1 ear vg 1 1 А Е 
или cos? > c= cos? z а. cos? = b+sin 5 а + 51° 5 b—2cos 5 а. cos > b. sin 3 a sin à b. cos R. 


Пользуясь извъстными тригонометричеекими OT- | а такъ какъ кромЪ того въ съерическомъ треугольник$: 


ніями : d К 
ноше С cos c = cos а eosb—sina sinb cos С, 
: о 1 1— cos z a 1 1-Е соз 2 
sin“ > е _ cos = 757 слфдовательно 


cos В = — с05 С, или В = 1 80° — С, 


Janbe, пользуяеь извъетною Формулой плоской три- 
гонометріи и вышевыведенными отношеніями , мы по- 
лучимъ; 


1 wer ën Ze 6082 
sin v= 2 sin 5 V. 005 5%, 


предъидущая Формула, по приведеніи, обращается въ 
cosc == соз а eosb—sina sinb cos Д; 
1 
Co соз > (a+b) 
tang = (P— R) = ite cotg + na? due tang 
pag 


1 в’ 
cos — (a—b) 


vl» 


а такъ какъ по Неперовымъ анадогіямъ 
1 
cos 5 (a +b) 


= . tang Ze z 
cos = (а — Б) 


eotg 4 (4 +В) = 


то слфдуетъ что 
1 1 
We (Р— 0) = 90° —- (4 + B). 
Сверхъ того мы имфемъ: P+0=10 Has, 


MEER En e E? EE 1 
откуда выводимъ : P=Ww — ————— =C0—-zE и = — 900= т Е, 


rab Е обозначаетъ еферическій экецессъ. 
Возьмемъ теперь елъдующія извьтетвыя Формулы плоской тригонометріи. 


Агу Р. ВЕНИ er А 

„йор 5 VOF) (4-Ет—р) (р-Ет—4) (р+9—т) , 
ОУ" Бйз | MESSEN AE TE 

sin 0= = Ио. 4+7—Р) (рт) (0—7) , 


gar р s 0 a Ptr r 
eos P = ы Ия eos Q Eo RUNA 
4 (ф+г—ф (р+4 7) sin 2 ДО. (+41) 
5 < = ee ee Ze sın sg GARE A В 0 
ah F hqr : г 0 Apr 
—-———————— д -_—-.—————-——— 
1 = H +4 + +r— 
cos > P= (р+ д +т) (р+а—"), 6085 ËTT 4 +r) (р 4) 
Aar apr 
и замбчая, что въ нихъ, на оеновани выше-выведенныхЪъ условій: 
1 1 1 1 
p+g+r=es > (а — 0) + eo 5 с = 2 соѕ - (ас — 5) cos — (6 + с — а) 


= $ : 
q +r-— p= cos е — 605 $ (a+b)=?sin z (a+b-+e) sin f (atb — с) 
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p+r—g=cos $ с + cos + (a+b)= ien — T (ip 5+0) соз 1 (а +628) 
1 


1 1` А 1 3 
p+tg9—r=cos 5 (а — Б) — с05 у с = 25а т (0+ с — Б) іп т (db Le ai 
й 
М аР | Е — е 
Late cos? -> c— (cos? A acos 1 z 0— 810 5 a sine 2. 55) = cost I z ceos 5 > a+sin® + 507 000 en a eb 
н 1 sch Ge deg 
айз башы „за: Ber epp irch EA teos% си 
рт cos? > c + cos z а == sin? —b= 3 
получается слъдующая система Формулъ: 


À Van 4 a+b osin + &+e—a)sin + (а сБ) із + (аре) 
sin (С— + Е) = - 


> 1 4 1 1 
Zen = @ 91 — В eog —e 


2: 2 2 
1, ыы 
> y sin + 5 (4+0 с) зіп = L oti asin 5 (a+e—bysin + (a+b — с) 
sin ж Е = СВЕ алаи а ааа ыш ЖО ЫЙЫ ER y 
2 cos er 
i eg — b 1 -+ cosa osb 
si ee — en BEE 05,8 > i 1E= St + с En Д 
дат $ asin > bcos g с 4 соз 5 acos 5 bcos $ e 


cos + (a+b + e)sin Ve (b + с —a) sin r (а + c—b)eos(e + b— с) 


3 
3 Fi 1 
ыйл ak 


sin — 1 (a+b o)sin т (b +e—a)sin + (a + c —b) sin т (ас) 


2 1 
зіп — E = 


1 1, EN 
соз zacosybeosye 


sin + (а b + с) cos + (b -+ e—a) cos 4 (a + c—b) sin 4 (a+b—c) 


r ОЕ 1 
НИ ИАН 


2 
4, SESCH a Elan шыш. 
x cos — = (ar b + с) cos — 1 b + e—a) cos 1 1. (а + с — Б) cos т + (а 5—с) 
cosy Б, = EEN EE E у— чейи na АЖ / 
cos = а cos $ b cos 2 с 
Откуда по раздъленію 3 на 4 получаются наконець ел5дУЮНИя весьма простыя выраженія. 
с=т алт 
050-2 ву Base | en и 
& 5—8) = 
Р d N tg (abt с) @ + ®%—) 
* - tert Über Ө ИС ку а WEE ee 
| u; E= Vis + (a +b+ с) ито e—a) tg z(a с) tg + (a +b—e) 


Hpunnuanie. Здъесь представляется способъ опредъленія угловъ сферич. треугольника по CTOpOHAMb, вы- 
числяя сначала Е по поелъдней u и затъмъ С 7] 


tg a +c- у 1 (a+c—b) 
1 ARE ee 
tg (+ c= 5) = и 


4 и В опредълятед подобными же формулами. 28 
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2. Одновременно встрёчаютея два изслфдовашя. 


относительно теплопроводимости газовъ: Магнуса, (въ 


Poggendorf’s Ann. В. CXII s. 497), и Тиндалля (въ. 
Comptes rendus 25 Fevrier 1861). Первый изъ упомяну- | 


тыхъ Физиковъ занимался собственно теплопроводимо- 
стью газовъ, для чего употреблялъ стеклянный сосудъ 
съ тонкими стЪпками, въ который былъ ветавленъ TCP- 
мометръ; этотъ сосудъ нагрёвалея сверху кипящею 
водою, и былъ защищенъ отъ внфшняго вліяніл еще 
двумя сосудами. Въ другомъ опытф Магнусъ употре- 
блялъ вмъсто термометра термоэлектрическій столбъ, 
причемъ и устройство опыта было отчасти измЪнено. 
Результаты изслъдованій Магнуса заключаются въ CNB- 
дующемъ: 1) Температура, показываемая термометромъ, 
помщеннымъ въ газовой средЪ, нагрътой еверху, бы- 
ваетъ различна, смотря по роду газа; въ водород эта 
температура выше нежели въ друтихъ испытанныхъ 
UM» газахъ, а именно атмосФерномъ воздух%, кислород», 
водород%, углекислотв, окиси углерода, закиси азота, 
болотистаго газа, маслороднаго газа, амміака, niina, и 
с5рниетой кислоты. 

2) Температура, показываемая термометромъ въ 
водородљ, выше, нежели въ пустомъ пространетв$ , и 
YMD газъ сгущеннЪе, тъмъ она выше; между тъмъ какъ 
въ другихъ газахъ температура ниже, нежели въ NYC- 
томъ проетран”твъ, и тъмъ ниже чЪмъ газъ сгущен- 
HBe Отеюда елБдуетъ, что водородъ проводитъ тепло- 
ту подобно металламъ. Это замфчательное свойство во- 
дорода выказывается нетолько тогда, когда онъ CBO- 
боденъ, но и въ томъ случаъ если его движеніе удер- 
живается лебяжьимъ пухомъ мли другимъ подобнымъ 
BEINECTBOND. == А 

3) Beb газы предетавляютъ значительное сопро- 
тивленіе прохожденіою теплотворныхъ лучей и это CO- 
противленіе тъмъ значительпће, ч®мъ сгущеннЪе газъ; 
изъ вевхь газовъ атмосферный воздухъ и его составныя 
части проводятъ найболье теплоты. ; : 

4) Прохождене теплотьг измфняетея еъ иеточни- 


KOM», но лучи, выходящіе изъ кипящей воды, предета-` 


вляютъ найболъе разнообразія при ‘прохожденіи чрезъ 
различные газы. Между безцвётными газыми амміакъ 
имстъ самую дурную проводимость, а послъ него Ma- 
слородный газъ. 

Тиндалль занимался поглощательною и лучеиспу- 
скательною способностью газовъ и паровъ: онъ изелв- 
довалъ свойства 8 газовъ и 13 паровъ. Приборъ, упо- 
требленный упомлнутымъ Физикомъ состоялъ изъ MBA- 


Haro куба, покрытаго съ. одной стороны копотью, и 


содержащаго въ себ кипящую воду; изъ трубки, изъ 
которой былъ вытянутъ воздухъ, закрытой съ обоихъ 
концевъ пластинками изъ каменной соли. Изъ другой 
трубки, приставленной къ первой, которая при поеред- 
ств воздушнаго насоса, могла быть наполнена различ- 
ными газами, въ различной степени сгущенія; изъ Tep- 


к момультипликатора, который показывалъ. степень ' те 


плоты, прошедшей чрезъ различные испытуемые газы. 
Опыты показали, что самое большое поглощеніе тепло- 
ты происходитъ въ амміакъ и маслородномъ rast (81%), 
а самое меньшее въ атмосферномъ воздух (0,59%); меж- 
ду ними можно пометить BCE остальные испытанные 
газы; окись углерода, углекислоту и др. Результаты 
эти сходны съ результатами, полученными Магнусомъ; 
ибо TEMb меньше теплоты доходитъ до термометра, 
ч®мъ значительнъе поглощеніс оной. 

Тиндалль нашелъ, что ниже известной степени 
сгущенія газа, поглощеніе теплоты пропорціонально 
сгущенію; ganbe пропорціональсти нътъ — поглощеніе 
замедляется. ! 

Пары поглощаютъ значительную. часть теплоты; 
между ними однакожъ самую большую поглощателънуто 
способность UMBIOTB пары сфрнаго эфира, а самую мень- 
шую-еъроуглерода (CS2). Пары эфира поглощаютъ въ 
10 разъ боле нежели маслородный газъ, и въ 100 разъ 
болБе нежели воздухъ. 

Водяные пары, находяпиеся въ атмосферЪ, по Ha- 
блюденіямъ въ хорошее ноябрекое время, оказали въ 
15 разъ большую поглощательную способность противъ 
чистаго воздуха. Отсюда слфдуетъ, что количество па- 
ровъ, постоянно содержащихся въ воздухв , должно 
имфть вліяніе на климатъ. Замфчательно еще, что 030- 
нированный кислородъ поглощаетъ въ 4 раза боле 
теплоты, нежели кислородъ обыкновенный. 

Лучеиспускательная способность газовъ и паровъ 
соотвътетвенна ихъ поглощательной епособноети:—гдъ 
больше поглощенія, тамъ больше и лучеиспускавя. 

Наконецъ замфчательно и то, чго Beb простые Ta- 
зы имфютъ меньшую поглощательную способность, He- 
жели сложные. При этомъ надобно различать механи- 
ческую CMbch и химическую: первая мало отличается 
въ своемъ теплотворномъ .свойствъ отъ ея составныхъ 
частей; вторая же производитъ огромное поглощеше, 
сравнительно съ составляющими ея газами. 4 


ж :Ҹ. 


Дсолкое preiuenie задати № 3, предложенной I-ma Износковымэ. 


= 


Положивъ для краткоети, 
о 


с? 
f e Jiensbaëdr =u 


(См. № 8 Вет. Мат. Наукъ). 


с 


е? ` 
п Í e her sinbo dk Ey, 
d | 


и дихфФеренцируя каждый ИЗЬ сихъ интеграловъ по с, получимь вопервыхъ 


du c e Aan 
Я de 2 2° 


-й ПОТОМЪ, диффьренцируя еще разъ, 


cos bx? ar a 


ée ә 
T. ~ = — 
de 5 

2 


< 
a с? 
л ЖЕЙУ» dr 
| Ge ® вида, 


о 


— 125 — 


= 


сэ? 
dan __ du ei = dr 
OS a EK e *2" cos ba? zr, 


но интегрированіе по частямъ даетъ 


с? а с 
6.9 0 


такъ что; по подстановк%, получимъ 
d’u ( 

In = bv. 
Точно также найдемъ: 
А d’v 
er ee bu. 


Изъ двухъ поелёднихъ уравненій выводзиъ слъдующія 
диФФеренціальныя уравненія: ` 


> E 
дд + би, =, 


интегрирован! которыхъ доставитъ намъ выраженія 
для искомыхъ Функцій u nv. Прит омъ, такъ какъ сїн 


=> 


сз 
ие. Ze dv сз E dr 
та = 24 е: "Sud у; 


є* 


« 
С° * єз 
fa 42" ооз bag 2 2 = eps bad e ` ër 2 ufe Z sin ba® 4х + 2, e SC F соз base 


_® A du 


уравненіл тождественны, TO ихъ интегралы, будучи 
одного и тогоже вида; могутъ отличаться только NO- 
стоянными количествами въ нихъ входящими. По o6- 
щему правилу интегрированйя линейныхъ уравненій съ 
постолниыми коехишентами еоставляемъ вепомогатель- 
ное уравнене четвертой степени. 


т^ 0° = 


которое, какъ извъетно rt UMETE корнями слёду- 
ющія дв пары мнимыхъ сопряженныхъ цова 


ки 2. va и фай E en 


H ел®довательно, иекомые обш1е интегралы, заключаю - 
mie по четыре произвольныхъ HOCTOAHHBIXD, будутъ: 


u=(AcoscVY 5+ В ѕіп с {/ 5 ее E OEN С созе{/---+ ОРзшей > ес У% 
(ис Из) (с соз ИЗ з) 
v=(4eoseV3+R sine). е (С сове Ире И?) ес vr 


Для опръдъленія величинъ постоянныхъ A, В, Си D, 
COOTBETCTBY HOI Ka? искомому нами ‚частному интегралу, 
ОддиФеренцируемъ общее выраженіе и три раза по Ë H 


du du du 
въ полученныхъ выраженїлхъ для 2, ag GN TAR: 


же какъ и въ первоначальномъ для U, положимъ C=}, 
что дастъ намъ елфдующя уравненія: 


А+ С = и, 
V2B-4+Cc+D=(f), 
—ъ(в=ру= (E), 


BV3(A+B+ р 0) (9), 


d 2, H 
PAR чо, E E sl" г (29 = означатотъ величины HH- 


de’ de‘ 
теграла и и его первыхъ трехъ производныхъ по е, 


получаемыя при положеній въ нихъ с=0. Величины 
cin найдутся , припомнивъ слъдую щія ‘дв весьма из- 
вфетныя Формуры, найденныя въ первый pa3b, какъ ми® 
кажетея, Эйлеромъ: 

1 ger 

ZF 25 


- ТЭ 
Такимъ образомъ мы будемъ им®ть Uo = 5 2 


= ez Я 
: f sin bx? dr = f cos ba? dx = 


ү! 0 


Для полученія величины производной (2), ‚ которая, 
отъ прямаго положенія с = (0) въ вышенайденномъ Bbl- 
раженіи для =s представляется въ. BHAE неопредълен- 
номъ 0. e, мы положимъ предварительно 2 5 2 
тогда найдемъ 


Ай 
= 1 f e 5%г* cos beg. — 
de = 
0 
и потомъ 
=, = = 
du 1 E А -t Ил 
са жее. г ЭШӘ е а= ——. 
de Jo 2 Г e EM 2 
0 0 


d'u 
Величина Lie получается непосредстепно, ибо мы 
иуфемъ по предъидущему 


pi 222, + $ шаб, Gë 
gege ` Tech 


d'u di (2) = 0, ибо интег 
Накоисцъ (27 sl "ele? (2), zus раль 


<> 


/ sin bx2 = unter» величину гонечную ; въ самомъ 


Abab, интегрируя по частямъ, находимъ ` 


— 126 = 


f sin eu f sin bat d Ze [2] +» | cos bat de = VH vb 
0 0 0 о 


ab 1 р | 
и сафдовательно, = A=—B=1 S Pr EE, 
—) 20. 
4с 0 и слБдовательно, искомое выраженіе для и будетъ 
Имя Beb эти величины и вставляя ихъ въ предъ- 197 5 | г an Ve 
идущіл уравненія, получимъ окончательныя уравненія ges > Lë d cos с и э — sinc v3 } е 
для опред®ленїя постоянвыхъ A,B,CuD, 


Постоянныя 4, P. C'n D опредълятея совершенно 
подобнымъ же образомъ, и найдемъ что 


»== + ARAA + sine И? |е et 


Зная u, можно также получить V чрезъ проетое Aus- 
Ференцированіе по уравнению 
TT ана 
Ч "а" 
Межевой Инженеръ-Поручикъ .Лљтниковг. 


а+с= 05 
B-A+C+D=— VE 


eng re 


A+B+D—-C=0; 
откуда выводимъ 


Значешя опредъленпыхъ интеграловъ: но: 
с с „ә = Br = 
на e а coscada_ ^ сов с sine / y —" 3) 
е Ay соѕ Бу ау , f e 45’ sin by? dy PFa 2үзь A zje 
d | CN . 
можно получить такимъ образом». Wong i ел®довательно : | 
Bepews интеграль: ^ | = p тзн» 
_— dx п D vert T I 
o fe 42 eosbx = == 55| сос И z— пси 5 eV? 
—@2 а? ` - - Vz vd 
е”. ©0805: dr — я 0 
о Или: (полагая: х =?) 
умножаемъ его на соз (са) Ча и интегрируемъ въ OT- DAZ Sa = Séi И 
ношеніи къ а въ границахъ: ои <> f in an ы ДӘ Ta : Vi ER 
Тогда съ помощію Формулы: е ‘Усозбуау— И эу] eose И у —ще И 5 је . 
о 
е 
—@х . д 
f e cos са da = Ee е = Подобнымъ же способомъ получимъ: 
о 
получимъ: е: Ze sinby?dı И ж E Из > +sine Из Я en 
e e = 
т е ege br Z 2 f a? cos ca da“ 
SS una er) 
0 Kale BEN Л. Износковв. 


(*) Пуассонъ дастъ общую формулу: (Journal de l’Ecole Polytechnique Cah. XVI, р. 231.) 
n—1 


e 
cos ax dx = x —4 соз = 1 р) л\ —a cos -5 
= =. оз( ә. —а sin; ә en sin, )e 21 +.. cos (7 и a ir aja ae (в 2n )л = 
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